
Elasto plasticité parfaite quasi statique

Lambdaelambdalambdawedgee12mue

domegasigmaF0varepsilonlefturightepsigmaLambdaePinpartialIkmathbbRIleftsigmarightsigmacdotnTMU

K convexe fermébornédeM0sim

dr Omega

PM GammaT
rvs

mOn

réintroduit la discrétisation des temps

0t0t1ldotstnnT

et on cherche sigmae1 satisfaisant 101 où P est

remplacé par ppi

Dans le cours précédent on avait éliminé e et lceil pour

formuler un problème variationnel incrémental en T

On va faire la même chose pour epu



Formulation variationnelle incrémentale en les inconnues

cinématiquesDansun premier temps choisissons FfL2leftOmegaright GammaF2leftGamma1right comme

en élasticité

On suppose sigmaiinL2piinL2RightarrowuiinH1
KORN

pipi1inpartialIkIRIdleftsigmairightpartialIkleftsigmai0right

C'est équivalent à

sigmai0inpartialHkleftpipi1right Hkleftppi1rightint_OmegaHkpcdotp
c'est à dire

forallpL2leftOmegaM0NNrightint_OmegaHkleftppi1rightgeqint_OmegaHkleftpipi1rightint_OmegasigmaiDleftppiright1int_Omegasigmaileftpcdotpiright

HD'autre
parti

frac12int_OmegaeLambda1efrac12int_OmegaeiLambda1eiint_OmegaeiLambda1lefteeirightfrac12int_OmegaleftecdoteirightLambdaLambda1lefteeiright
geqfrac12int_OmegaeiLambda1eiint_Omegasigmaileftnablaleftuuirightleftppirightright2

le graphe d'une fonctin convexe est au dessus d'une quelconque

de ses tangentes



111012

forall91inL2leftOmegaMDeltaVright
foralluinH1leftOmegamathbbRNright frac12int_OmegaeLambda1eint_OmegaNkleftppi1rightint_OmegaFcdotuint_OmegaTcdotu

geqfrac12int_OmegaeiLambda1eiint_OmegaHkleftmuirhoi1rightint_OmegaFcdotmuiint_OmegaTcdotmui
On a montré que si eipiinL2 et uiinH1

alorsilsminimisent

Epleftepurightfrac12int_OmegaeLambda1eint_OmegaNkleftppi1rightint_OmegaFcdotUint_MTcdotU
sur CAVleftppuright9pL7OmegaMsNtimesvuinH1leftOmegamathbbRNright

rhorhovarepsilonleftmuright et u1Tvv

Réciproquement si lefteipiMiright est un tel

minimiseur.Enteste avec leftvarepsilonlefturightpipiuright Il vient

frac12int_OmegaleftvarepsilonleftuirightpirightMleftvarepsilonleftuirightpirightint_Omegauiint_GammayTui
leqfrac12int_OmegaleftvarepsilonlefturightpirightMleftvarepsilonlefturightpirightint_OmegaFMint_Gamma7Tu

div sigmaiF0 et sigmaiMT sur Gamma7
11

wedgeleftleftluirightPiright

qui donc



On teste avec 1 Elu ileftppMiright Il vient

frac12int_OmegaleftvarepsilonleftuirightpirightLambdaleftGleftuirightpirightint_Omega1gammakleftpipi1right
leqfrac12int_OmegaleftvarepsilonleftuirightprightLambdaleftvarepsilonleftuirightprightint_OmegaHkleftppi1right

soit

int_Omegasigmaileftppirightint_OmegaleftVkleftpipi1rightleqint_OmegaNkleftppi1rightright
soit p.pt xinOmegasigmaileftxrightinpartialHkleftrhoileftxrightrhoi1leftxrightrightLeftrightarrowrhoirhoi1inpartialIkleftsigmaright

Pour lefteiu1pirightinAleftVright il y a des rigoureusement équivalence entre

minimum de l'énergie et équations

locales.Lasituation a l'air similaire à l'élasticité Ce n'est qu'en

apparence Car un tel minimiseur n'existe pas

toujours.Pourobtenir l'existence il va falloir agrandir CA U1

Pour savoir comment il est utile d'identifier le problème

de minimisation pour le seul champ de déplacement ui

Formulation variationnelle en

déplacementOnpart de

pipi1inpartialIKRIdleftsigmairight
avec pivarepsilonleftuirightLambda1sigmai



Dans un premier temps choisissons FfL2leftOmegarightTFL2leftGamma1right comme

en élasticité

On suppose sigmaiinL2piinL2RightarrowuiinH1
KORN

On pose

MsNtimesNrightarrowmathbbRcupleftinftyrightsigmarightarrowfrac12sigmaLambda1sigmaIkleftsigmaDrightj

qui est définie pour presque tout ninOmega puis

varepsilonlefturightdpi1
et urvU

SAsigmainL2leftOmegaMSNtimesrrightdur sigmaFU ds Omega

r MT sur r34

On pose OAdinL2leftMMsNoNrightexistsuinL2

Les équations locales s'écrivent

diinDeltaAsigmaiinSAPip dileftnrightpartialjleftsigmaileftnrightright

Cela entraine

foralltauinSA

int_Omegajlefttaurightgeqint_Omegajleftsigmairightint_Omegadileftrsigmairight11
int_GammavUcdotleft2cdotsigmairightnint_Omegapivdotstau



it donc sigmaiarg_tauSAint_Omegajlefttaurightint_GammavuTnint_Omegapldotstau
qui a un minimiseur unique

Les équations locales s'écrivent aussi

pip sigmaileftnrightinpartialjleftdileftnrightright difDeltaAsigmaifSA

Cela entraine

foralldinDeltaAint_Omegajleftdrightgeqint_Omegajleftdirightint_Omegasigmaleftdcdotdiright
foralluFAint_Omegajleftvarepsilonlefturightrhoi1rightgeqint_Omegajleftvarepsilonlefturightrhoi1rightint_Omegafcdotleftumuirightint_OmegaTcdotucdot
uiargminint_Omegaoverrightarrowjleftvarepsilonlefturightpi1rightint_Omegafcdotuint_Gamma3Tcdotu

où j est la conjuguée de gamma

Ici

jleftsigmarightfracArsigma2rleft3lambdar2murightmusigmaDeltasigmaDeltaIkleftsigmaoright
jleftsigmasright

jlefterightfrac3lambdar26 M lefttraright2jDeltalefteDright



Dans le cas du critère de Von Mises KleftsigmaDeltaMDeltaNtimesNsigma0sigmaDeltaleqk2right

jDeltalefteDeltarightsup_leftsigma0rightleqhleftsigmaDeltaeDeltamuleftsigmaDeltaright2rightleftbeginmatrixfraclefteDeltaright24muklefteDeltarightmuk2sendmatrixright
s

i

i

beginmatrixleftesrightleq2muklefte0rightgeq2mukendmatrix

jDlefteDright

eD

Dans le cas général si on suppose

lefttauDeltainMDeltaNNlefttauDeltarightleqMkrightklefttauDeltaleqMDeltaNgammaNtau0leqRkright
on 9 i

leqsupleftsigmasrightleqRksupleftsigma1rightleqMk beginmatrixleqsupsigmaDFkendmatrix

et donc

ji est une faction convexe finie partout

telle que

foralleDeltainMDeltaNtimesNhuleftleftzetaright1rightleqj0lefte0rightleqh1leftesright
pourh0leqh1infty

PROPOSITION



Au final si pi1inL2 et les équations locales admettent

une solution muipisigmaiinH1timesL2timesL2 alors

P i

sigmaiarymin_sigmainSAint_Omegajleftsigmarightint_GammaVusigmanint_Omegapi1sigmajleftsigmarightfrac12sigmaM1sigmaIkleftsigma0right
P i

uiarsiniint_Omegajlefturightint_OmegaFcdotuint_Gamma3Tcdotu

En prenant ptherefore1u jleftsigmarightfrac12sigmaLambda1sigma jleftdrightfrac12dwedged on

retrouve les deux théorèmes de minimum de l'élasticité

linéarisée

La question est donc maintenant de savoir si ces

deux problèmes de minimum ont toujours un minimiseur

La réponse est non S'il n'existe aucun champ de

contrainte à la fois statiquement et plastiquement

admissible la factionnelle associée à P est identiques

infty

Pour simplifier on prend dorénavant Pi10



Ici on a déjà vu qu'il était suffisant qu'il
existe un champ de à la fois SA et PA pour

que P aie un minimiseur unique

En fait par un théorème de Fenchel Rockefeller qui

repose sur Hahn Banach on a

THEORE ME Les 3 conditions suivantes sont équivalentes

Ii existssigma à la fois SA et PA

Iii inf Pinfty

liii inf PFI et infPinfP0
Si une de ces conditions et dans toutes

est satisfaite P a un minimiseur unique

N.B L'analyse limite selon Teman montre rigoureusement

que les 3 conditions du théorème ci dessus sont

équivalentes à

in inf_uVint_OmegaHkleftvarepsilonDeltalefturightrightgeq1
où Valphauin H R D domegau0 et u1rv0

et Llefturightint_OmegaFuint_Gamma1Tu1
qui par homogénéité est équivalente à



w inf_uWint_RHkleftxiDeltalefturightrightLlefturightgeq0
où WleftuinH1OmegamathbbRvright div u0 et u1r20

comme la factionnelle est positivement homogène de

degré 1 l'infinum de r est soit 0 soit infty

Cette fonctionnelle correspond d'ailleurs à celle de
P lorsqu'on remplace

Lambda1 pas 0 dans j et j

Donc supposer l'existence de p PA et SA garantit

que P et P sont bornées inférieurement Mais ce

n'est pas suffisant il faut de la coercirité Pour cela

on est amené à postuler la condition de charge sure

suivante

CONDITION DE CHARGE SURE

Les deux conditions suivantes sont équivalentes

lit existslambda1 et rhoinL2Omega 1q
C est sA avec NF lambdaT i

foralluinCinftyleftoverlineOmegaright avec beta1cap2u int_Omegaleftvarepsilonmurightint_OmegalambdaFmuint_GammaylambdaT
C est PA rhoDinKD



lié existsrhoinL7 s 7q

P est SA avec FT

existsalpha0foralltauinMpNgammaN avec 212 α

betarhotxOmega beta0leftxrightainK1

Sous la condition de change sûre

lim_ucAleftvarepsilonlefturightrightL2rightarrowinftyleftint_Omegajlefturightint_OmegaFuint_GammayTcdoturightinfty
PREUVE existslambda1 Ty int_Omegaj8lefturightint_OmegaNFcdotuint_MyNTcdotugeqc

PROPOSITION

Rightarrowint_Omegajlefturightint_Omegafcdotuint_OmegaTcdotugeqleft1lambdarightint_OmegajlefturightfraccNgeqleft1Nrightk0leftint_OmegaleftxiDeltaleftmurightright1rightfracclambda

frac3lambda2murint_Omegalefttwedgevarepsilonlefturightright2
geqfrac1leftOmegarightint_Omegatnvarepsilon

Pour obtenir de la compacité on pourrait être tenter

de chercher les minimiseurs dans

DeltaleftOmegarightleftuinL1leftOmegamathbbRNrightvarepsilonijlefturightinL1leftOmegarightright



on peut mettre ce qu'on veut
ici et mine D'or si Rest c

Mais L bigtriangleup

comme L n'est pas réflexif et on ne peut

pas toujours entraine de suite faibleet envergente
d'une suite bernée la fait est équivalent à dire que
l'espace est réflexif

Dac et s'est un tri habituel on plonge L'dansM

qui lui est le dual d'un Banach séparable de sorte

que l'on pourra extraire de toute suite bernée une

suite faillent convergente On pose

BDeltaleftOmegarightleftuinL1leftOmegamathbbRNrightvarepsilonijlefturightMeleftOmegarightright
2 si Omega est L on peut mettre D'Ir ici

Mais la limite faible étoile sera dans BD en général

et pas forcément dans LD Et BD peut avoir des

discontinuités alors que pas LA Enfin BD est

strictement plus grand que

ou leftOmegarightuFL1OmegamathbbRN 1 uijinMeleftrright



cela vient du fait qu'il n'y a pas d'inégalité de

Kom et de mène LOIN W R

unleftnright
EXEMPLE 1 leftunrightL1

1
k

unL2sqrtnnicefrac1n 1frac1n
1

Posé dans H le problèe de minimisation se comporte

excomme les suites minimisantes

peuvent partir à l'infini
x

En dehors de la condition de charge sure il

se comporte dans n'importe quel espace comme

x

x



PROPRIÉTÉ

BOIR est le dual d'un espace séparable

croi.MY col overlineOmegaMSNtimesNwedgeS Algol

d

unrightarrowu

varepsilonijleftunrightfracvarepsilonijlefturight ds wM
wcdotL

unrightarrowu dans wo BD soi

berné

forallpinleft1fracNN1right pour r LipschitzN.B BOLn

et l'injection est compacte pour PfracNN1
il on résiste que unrightarrow ns.L 1

De toute suite bernée dans BD on peut
extraire une sous suite qui converge faible
étoile

Comme en dimension 1 BDBV les champs de

déplacement BD peuvent avoir des discontinuités

à travers des surfaces qui peuvent été inégulière
C n'est pas dense dans BD il ne l'est pas
dans BV non plus et il faut faire attention

pour définir la trace tir



On le fait en utilisant la formule de Green

THEOREME On suppose
Omega l'orné Lipschityien

Il existe un unique opérateur linéaire

continu trBDleftOmegarightrightarrowL1leftpartialOmegaright ta pour

tout uinBDleftOmegaright
forallvarphiinCleftoverlineOmegaMSNtimesrright int_Omegavarphivarepsilonlefturightint_Omegadomegavarphiuint_partialOmegaleftArightvarphin

Soit S une hypersurface Lipschitzienne partageant
Omega en deux parties ouvertes disjointes

Omegat et Omega

Soit n la normale unitaire sortante à si sur s

Les restrictions de u à Omega0 et Omega sont des BD

t en notant u la trace du côté R et n'la

trace coté Omega la somme des formules de Green donne

forallvarphiinCleftoverlineOmegaMSNtimesNright int_Omegavarphivarepsilonuint_Omegadiwvarphiuint_tOmegatruvarphin
int_SleftuiuiTrightvarphiijnj

4int_SleftuurightsotimesnvarphidfdN1



Si u1OmegapminW11
varepsilonlefturightvarepsilonleftu1OmegarightLNvarepsilonleftu1OmegarightLNleftupmurighthatotimesnHN1S

llbracketurrbracket

Pour ut BD r quelconque on appelle ensemble de

saut Jà l'ensemble des ninOmega tels que

existsVu In avec leftVuhright1 et uleftxrightnequ x tels que

lim_rhorightarrow0frac1rhonint_Brhopmleftnnuubetarightleftuleftyrightupmleftnrightrightdy0
où Brhopmleftxvnleftxrightright sont les 2 demi boules ouvertes de

rayon r

Dans ce cas la faction rescalée urholeftyrightuleftxrhoyright
converge dans L1leftB1left0rightmathbbRNright lorsque prightarrow0 vers

M
1 M si ycdotVuleftxright0

Muy therefore

n ni si ycdotVmleftxrightu

Ça montre que si muleftnrightneqmu3beta le triplex
leftu8nright u leftnright nunleftNright est uniquement déterminé à

un changement près de Un en son opposé et à

une permutation de uR et si leftnright



Ambrosio Coscia Dal Maso 119541

L'ensemble de saut Jmu est dénombrablement Hvcdot1
rectifiable existsfimathbbRN1rightarrowmathbbRN lipschitzienne tp

HN1leftJurightV_i0inftyfileftmathbbRNright0
On a alors

varepsilonlefturightvarepsilon9lefturightvarepsilonlefturight

et varepsilonnleftsrightleftuurighthatotimesUuHN1LJuvarepsilonslefturight
où la partie Cantor s'annule sur tout ensemble

Borillien réunion dénombrable d'ensemble de

mesure HN1 dans left0inftyright

Pour conclure à l'existence d'un minimiseur il faut
maintenant prolonger P de H ur à BD r

De manière à obtenir une fonctionnelle semi continue

inférieurement pour la topologie faible étoile de BA

qui suit la plus grande possible

Plus précisement on prend Fe L R R et Te La fin
Étant donné



Jlefturightleftbeginmatrixfrac3lambdamusigmaint_Omegaleftlnglefturightright2int_Omegajsleftgurightint_OmegaFuint_GammaTuTinftyendmatrixright
si uleftuinH1OmegaleftrighturhovUright

sinon

On doit calculer

Jlefturight m
1

fles liminf_unrightarrowuuthereforeoJlefturight
l'est la plus grande minorante faiblement étoile

1 a i de overlineV En dit aussi enveloppe faiblemet

étoile s'c i ou plus court la relaxée

C'est difficile et on ne va pas le faire
On va juste donner le résultat et quelques idées

clé



Pour jDeltaMprtimesNrightarrowmathbbR convexe ty c1leftleftxright1rightleqphiRleqc2leftxright
on peut définir joie pour varepsilon0 mesure dans le méme

esprit que leftrright pour mu mesure jDeltaleftvarepsilonDeltaright est alors
une mesure

En décomposant varepsilon0 est partie absolument continue

et singulière cela donne ici

varepsilonDeltavarepsilonmuaLvarepsilonD1
LaguesgheL1

jDeltaleftvarepsilonDeltarightjDeltaleftvarepsilonarightyHkleftfracdvarepsilonDelta1dleftvarepsilonjjrightrightleftvarepsilonDeltasright
La factionnelle

varepsilonDeltarightarrowint_OmegajjleftvarepsilonDeltaright
est alors s c i faible étoile sur MileftOmegaright

Au final la relaxée plus grande minorante
s i i faible étoile de

Jleftmurightleftfrac3lambda2musigmaint_OmegaAnmuright2int_OmegajsleftmuDeltaright

si muinL2cap

si muinMbackslashL2

est



si lnmuleqL2
overlineJleftmurightleftfrac3lambda2musigmaint_OmegaleftHrmuright2int_Omegas0leftmu9rightLHkleftfracdmudleftmurightrightdleftmurightright

si t capmunotinL2

Ça ne suffit pas car la condition à la limite

en déplacement n'est pas stable par convergence

wo BD Pour le voir prenons Omegaleft01right
unleftnright

H
1nicefrac1n

un est bernée dans BDleftleft01rightrightBVleftleft01rightright
unrightarrowchileft01right dans wbetaDleftleft01rightright

Um Mnleft0right0 et pourtant Mleft0tright1

D'un point de vue mécanique l'interprétation est

claire l'introduction de BD permet de rendre

compte des discontinuités de déplacent observés

par les mécaniciens dans les calculs numériques
et les exemples de solution exactes

Mais ces discontinuités peuvent se loger sur Gammav et

empécher la satisfaction de la condition à la limite



La solutie est d'ajouter GammaV à Omega et de considérer

les C L à la limite comme une trace externe

distincte de la trace interne

Mais dans ce cas on doit retrouver la dissipation

correspondante dans l'énergie relaxée

On a alors le résultent suivant

La relaxée dans wo BD plus grande minorante

sic i faible étoile de

si uleftuHlefturightrvVright
Jlefturightfrac3lambda7murint_Omegalefttrvarepsilonlefturightright2int_OmegadDeltaleftvarepsilonlefturightrightinfty

sinon

est

overlineJlefturightleftfrac3lambda2Mrint_Omegaleftlnxilefturightright2int_OmegajPleftSigma9urightrightduint_OmegaHKint_OmegaHKleftleftUurighthatthetaurightdHN1infty s

1

ibeginmatrixfracdvarepsilonsleftrrightdleftxirlefturightrightdxirlefturightuFleftbetaDeltaleftmurightrvnVrightendmatrix
scion

où HkleftleftUurighthatotimesnrightHkleftleftleftUurighthatthetanrightDeltaright



La prise en compte des forces de surface T sur

7 introduit encore des difficultés supplémentaire

car la faction
BDleftOmegarightrightarrowmathbbR

urightarrowint_Gamma7Tu
n'est pas semi continue inférieurement pour la

topologie faible étoile de BD

On a cependant le résultent suivant

THEOREME TEMAM

On suppose FinLNleftOmegamathbbRNrightTLinftyleftGammaTmathbbRNright et la

condition de charge sure vérifiée

Alors l'enveloppe s.ci pour la topologie faible
étoile BD de Q est

frac3lambda2musigmaint_Omegaleftlnxilefturightright2int_OmegajPleftxi9lefturightrightduint_OmegaHkleftfracdSigmaslefturightdleftxislefturightrightrightdxirlefturightRP

int_Gamma2HkleftleftvurighthatotimesnrightdHN1int_OmegaFvint_Gamma1TN
si ufleftBOnu1rightnV

7infty sinon



RPᵒ a au moins un miviseur et

minRPminP0

infPminleftRright

Ce minimiseur satisfait évidemment tcapvarepsilonlefturightL2leftOmegaright
et donc varepsilonDeltaslefturight est à valeur dans MDeltaNgammaN

Il en résulte que

llbracketurrbrackethatotimesVuHN1LJu est à valeur dansMDNtimes
soit

h llbracketuleftxrightrrbrackethatotimesvuleftxright0P Hn1rho txinJn

suit

c'està dire les discontinuités de u sur l'ensemble
de saut sont tangentielles

llbracketuleftsrightrrbracketcdotVuleftN0right

Les suites minimisantes dans H de P peuvent

localiser sur des surfaces de discontinuité tangentielle

les bandes de cisaillement



Le théorème de TEMAM repose essentiellement sur une dualité

généralisée entre

CAleftuinBDeltaleftOmegarightleftnurightrvnVright

SAleftsigmainL2leftnrightrightdisigmaF0 dans Omega

sigmacdotnT sur GammaT

C'est nécessaire car sigmainL2 1021 n'est défini que p p
et varepsilonlefturightinM peut avoir des singularité sur l'ensemble

de saut qui est Lebesgue négligeable

En fait pour uinCAsigmainSAcapPAvarphiinCcinftyleftOmegaright 1

le membre de droite de

int_Omegasigmavarepsilonlefturightvarphiint_Omegaleftdinsigmarightcdotuvarphiduint_Omegasigmaleftuotimesgrudvarphirightdn
est bien défini comme somme d'intégrale ordinaires
Cela permet de définir sigmavarepsilonleftmuright en tant que distribution

On montre alors que c'est une mesure bornée sur r

Cforallvarphiin C 1R int_Omegasigmavarepsilonlefturightvarphileqcmax_Omegaleftvarphiright
Cela donne un sens à int_Omegasigmavarepsilonleftnright












