
Gamma

Trouver uapsigma factions de temps1 wdr

telles que

diwsigmaFd0

aleftmrightep
sigmaAe

sigmainK A forallsigmainK

uVd sur Gammav

GammaT

dans R

leftsigmasigmarightjleq

sur prod_TsigmacdotMTd
C I t

Problème d'évolution formel pour la contrainte

On introduit l'ensemble clefttright des champs de

contrainte statiquement et plastiquement admissibles

clefttrightsigmainL2leftOmegarightsigmainK et foralluinH1leftOmegaright avec u1E0

int_Omegasigmavarepsilonlefturightint_OmegaFdlefttrightcdotunablaint_Gamma7Tdlefttrightcdotu
et pipit xinOmegasigmaDeltaleftxrightinK1

On a alors

olefttrightinalefttright

Lambda1sigmavarepsilonlefturightp

déviateur

sigmaDeltasigmafrac1Nleft1sigmarightId



etYo
E C t

int_OmegasigmaLambda1leftsigmasigmarightgeqint_Omegaleftsigmasigmarightvarepsilonmu
0 si Vd0

Dans le cas général où idneq0 on introduit sum

la solution en contrainte du problème élastique

int_Omegasumlefttrightvarepsilonlefturight0foralluinH1leftOmegaright

i e dWSigmaU ds r et sumcdotn0 sur Gamma3
existsWlefttrightinH1leftOmegaright

u1rv0

Sigmalefttrightlambdavarepsilonleftwlefttrightright
et wlefttrightnvudlefttright

On pose sigmaSigmalefttrightSigmalefttrightsigmalefttright et CSigmalefttrightleftSigmaleftHrightrightCleftHright
On a alors

sigmaSigmaleftArightinCSigmalefttright

int_OmegasigmaSigmaLambda1leftsigmasigmaSigmarightgeqint_OmegaleftsigmasigmaSigmarightSigmaleftmwrighttherefore110

forallsigmainClefttright



Notons Nalefttrightleftsigmalefttrightright le cône normal à Clefttright en T 1

dans L2leftOmegamathbbRfracNleftN1right2right muni du produit scolaire int_Omegasigma1wedgesigma2

NcleftsigmarightleftbeginmatrixvarnothingxinL2leftrrightldotsendmatrixrightforallsigma
s

x

i

beginmatrixsigmanotinCvarepsilonCint_OmeganLambdaleftsigmacdotsigmarightgeq0endmatrix
si sigmac

si T est intérieur à c Naleftsigmarightleft0right
Formellement il s'agit de trouver donc de trouver

sigmaleft0TrightrightarrowL2leftOmegamathbbR6right
tel que

sigmaleft0rightsigma2inCleft0right et foralltleft07rightsigmalefttrightinNclefttrightleftsigmalefttrightright

donnéCe
problème d'évolution multinoque a été étudié

en détail par MOREAU sous le nom de

Processus de rafle larveeping process

Exemple du bol et de la pièce de

monnaie.Enfait la nature profonde du cône normal est d'ile

le gradient d'un potentiel D'ailleurs au lieu de noter

sigmainNcleftsigmaright MOREAU utilise la notation ainpartialI a leftsigmaright

qui renvoie à la Dualité de Legendre Fenchel



DUALITÉ DE LEGENDRE FENCHEL

Soit B un espace de Banach et

phiBrightarrowmathbbRcupleftinftyright
une faction
phi est dite propre si phinequivinfty
On appelle domaine de phi l'ensemble

DeltaleftphirightleftxinBphileftbrightneqinftyright
phi est dite convexe si elle est en dessous l'une

quelconque de ses contes

forallNinleft01rightforallxybetaphileftlambdaxleft1lambdarightyrightleqNphileftxrightgammaleft1lambdarightphig
En dimension finie les fonctions convexes sont contrives

en tout point intérieur à leur domaine

Elles se sont pas forcément désirables mais ont
des demi dérivées directionnelle dans toutes les
directions

On appelle sous différentiel de phi en x

notation partialphileftxright l'ensemble des pentes de toutes

les minorantes affines passant par leftxphileftxrightright
partialphileftxrightleftxiinbetaforallybetaphileftyrightgeqphileftxright0leftlanglexiyxrightrangleright



clairement xarg_yinBminphileftyright 0inpartialphileftxright

On appelle duale au sens de Legendre Fenchel la

faction phiB cdotmathbbRleftright définie par

qlefturightsup_yinBleftleftlangleuyrightranglephileftyrightright
En tant que supremum d'une collection de

factions convenues sic i psi est convenu s c à_

MUREAU a montré que si q est convers s ci alors

phileftxrightsup_vinBleftleftlanglevxrightranglephileftvrightrightphileftxright
Par définition a a

foralluinB phileftxrightphilefturightgeqleftlangleuxrightrangleforallxinB

Etudions les cas

d'égalité.Egalité
xldotsarymin_ybetaleftqleftyrightleftlangleuyrightrangleright

0inpartialphileftxrightlefturight
Leftrightarrowuinpartialphileftxright
Leftrightarrowxinpartialphilefturight



On a donc

phileftxrightphilefturightleftlangleuxrightrangleLeftrightarrowuinpartialphileftxrightequivxinpartialphilefturight

Dans le cas de loi de comportement multinoque

associées à des sous différentiel de factions convexes

la dualité de Legendre Fenchel sert à inverser

ces

lois.Exemple
1

phileftvarepsilonrightfrac12varepsilonlambdavarepsilonphileftsigmarightfrac12sigmaLambda1sigma
Exemple 2Soit c un convexe fermé mon vide

On pose

o si xinC

infty si xnotin
Icleftxright

cneqvarnothingLeftrightarrow Inequivinfty
c formé 1Ic s C I

cent si xnotinC
partialIcleftxright

Ncleftxright si xinC



Hc µ thereforesup_xinGleftlanglexMrightrangleI
est appelée fonction d'appui de c C'est une

faction convexe positivement homogène de degré

foralllambdageq0HleftlambdaurightlambdaHlefturight
qui satisfait de l'inégalité triangulaire

HleftuvrightleqHlefturightHleftvright

Si C est la boule unité fanée de rayer R

HlefturightRlefturight

On a alors formellement

pinpartialI1leftsigmarightLeftrightarrowsigmainpartialHcleftprightC

LeftrightarrowsigmapHcleftprightIcleftsigmaright110dissipation

plastiqueExemple
3si on régularise Ileftxright par

Jaleftxrightfrac12etaleftdistleftxcrightright2
La loi pinpartialIaleftaright devient formellement

Pfrac1etadistleftsigmaCrightcdotnabla_sigmadistleftsigmaCright
C'est la loi visco plastique de Perzyna



JcleftprightHcleftprightfracM2leftpright2
croissance

linéaire
à Unifinicroissancequadratique.Enplasticité parfaite on verra qui P est

en général une mesure là cause de la croissen

linéaire à l'infini qui peut avoir des parties
singulières localisées sur des hypersurface

En viscoplasticité le potentiel ressemble

à celui de l'élasticité croissance quadratique

dpinH1
pas de bande de cisaillement sharp

en visco plasticité
En visco plasticité on a formellement

sigmapfrac12etaleftditleftsigmacrightright2H1leftprightfracn2leftpright2
dissipation visco plastique



DISCRÉTISATION EN TEMPS OU SWEEPING

PROCESSOnintroduit une discrétisation en temps de left0Tright
0t0t1t2ldotstmT

et un schéma implicite pour étudier le SP

fracuiui1titi1inpartialIclefttirightleftuiright

leftuiui1rightinpartialIalefttirightleftuiright

partialMthereforeui1inleftuirightpartialIlefttirightleftuiright
mi

C

lefttirightuiPrrjleftui1Clefttirightrightarg_uTlefttirightleftui1uright2
en effet

leftui1uiuiurightgeq0leftui1uiright2leqleftui1uright2forallMFleftHirightforalluinClefttirightLeftarrow

On peut dire toujours fabriquer une solution du problème

discrétisé en temps



La question est de savoir si elle converge dans

un sens approprié vers une solution du problème

uinpartialILleftHrightleftulefttrightrightuleft0rightu1

Notons qu'il m4 peut y avoir qu'au plus une solution

dérivable car

foralltint_0tleftu1u2u1u2rightleq0Rightarrowforalltfrac12leftu1lefttrightu2lefttrightright2leq0
Pour étudier l'existence de solution on aura

besoinde
FONCTIONS DU TEMPS A VARIATION

BORNÉESoitfleft0TrightrightarrowB espace de Banach ça peutêtre R

On considère les subdivisions finies de left0Tright i

0leqt1leqt1leqt2ldotsleqtmleqT
On pose

maxleftfleft0taurightright sup sum_i1mleftflefttirightgleftbi1rightrightinmathbbRcupinfty
le sup étant pris sur toutes les subdivisions dleftcTright

f
vanleftfleft07right6rightExemples c Cl

n



On pose BVleftleft0TrightBrightleftfleft11rightrightarrowBmanleftfleft01rightrightinftyright
Muni de la nonne

leftfrightBVleftfleftdrightrightBsinleftfleft07rightright
c'est un espace de

Banach.Oma

forallt1leqt2leqt3 ranleftfleftt1t2rightrightraxleftfleftt2t3rightrightranleftfleftt1t3rightright
Donc la fonction

left0Tright
mathbbR

t ne va f leftatright
v

est croissante Comme toute fonction croissante elle

a une limite à gauche vleftsright et à droite Not

pour tout ninleft0Tright Cette limite sont égale sauf
en un nombre au plus dénombrable d'instants sinleftuTright

Comme

leftfleftr2rightflefts1rightrightBleqvanleftflefts1s2rightrightvlefts2rightvlefts1right
S satisfait le critère de Cauchy à gauche et à droite

en tout s Donc int a aussi une limite à gauche



et à droite en tout s fisl et fret
LeftarrowlambdaComme flot fleftsright

f r fleftsright

V sa vis

vis visx1

L'ensemble de discontinuité éventuel de f est au

plus dénombrable

Les fonctions à variation bornée sont étroitement liées

aux mesures

THEORIE DE LA MESURE SUR mathbbRN

Une collection d'ensemble de
mathbbRN contenant mathbbRN est

une a algebre si elle est stable par passage
au complémentaire et par réunion dénombrable

Étant une collection de sous ensembles de mathbbRn

l'intersection de toutes les a algèbre la contenant

est encore une a algèbre c'est la a algèbre

engendrée par cette collection d'ensemble

Soit 0 l'unique topologie d'espace normé de

IR La r algèbre qu'elle engendre est la a algèbre

des ensemble Borelliens qui seront appelés ensembles



mesurables par la

suite.Unemesure réelle bouée sur un ensemble Omega est

une fonction à valeur dans IR qui est
dénombrablement additive sur les sous ensembles

Borelliens de Omega

muleftUi0inftyAirightsum_i0inftymuleftAiright
pour toute collectie dénombrable d'ensembles disjoints

Pour toute mesure réelle bornée mu sur un

ensemble r on définit

leftmurightleftErightou p sum_iiinftyleftmuleftEirightright
où le supremum est pris sur toutes les

partition dénombrables de E

Théorème leftmurightleftOmegarightinfty et leftmuright est une

mesure positive bornée sur r

On l'appelle mesure de variation
totale de mu ou bien valeur absolue

amu
On a clairement forallEsubsetOmegaleftmuleftErightrightleqleftmurightleftEright



Soit XmathbbRN un sous ensemble localement compact

tout point a un voisinage compact

Pour mu mesure bornée sur X et varphiinCc0leftXright la

théorie de l'intégrale de Lebesgue permet

de définir la forme linéaire

varphirightarrowint_Xvarphidmu
qui est continue au sens

leftint_Xvarphidmurightleqmax_XvarphileftmurightleftEright
11int_Xdleftmuright

Le théorème de représentation de Riesz affirme

la réciproque toute forme linéaire

angley sur cileftxright continue au sens où

leftLvarphirightleqCmax_xleftvarphiright
est associée à une mesure bornée µ telle que
forallvarphiinCcleftXright Lvarphiint_Xvarphidmu

En résumé on peut voir les mesures bornées

sur x

soit comme des fonctions dénombrablement



additive d'ensembles muleftErightint_Edmu
soit comme des formes linéaires continues

sur l'espace des fonctions continues à

support compact ce qui les caractérisent

complètement.Exemples

Il cuiste une unique mesure sur mathbbRN

qui à chaque parallélépipède associe

son volume ainsi qu'à chaque image
d'un parallélépipède par une isométrie

directe c'est les mesure de Lebesgue at

dtleftEright est son volume

intvarphidt est l'intégrale habituelle de la
X

faction continue à support compact y

La mesure de Dirac en x0inmathbbRN

deltax0leftEright1 si x0E et 0 sinon

int_Xvarphiddeltax0varphileftx2right



Suit varphiinCleftXright avec varphigeq0 Pour visualiser

1M on ai

int_Xvarphidleftmurightsup_thetaincocleftXrightint_Xthetadmu
leftdeltax0deltay0rightleftbeginmatrixSx1Sy20sendmatrixright

s

beginmatrixix0neqy0iimendmatrix

La segment de Diran sur le segment left11right
de la première coordonnée dans mathbbRv

int_mathbbRNvarphidmuint_11varphileftx000rightdx
µ El est la longueur de l'intersection

de E avec ce
signet.mesure

de Lebesgue

d.Lethéorie de Riesz dit essentiellement 2 choses très

importantes

1 La notion de mesure est une généralisation

de la notion de faction Sonne le sort les



distributions Mais les mesures constituent une

généralisation noirs générale

2 On a note cleftXright l'espace de Banach des fonction

centaines de xrightarrowmathbbR telles que leftleftvarphirightgeqvarepsilonright et

compact pour tout varepsilon0 muni de la none

leftvarphirightesup_xinXleftvarphileftxrightright
Alors l'espace Mbleftxright des mesures bornées

sur X s'identifie au dual de vcirc

ubleftxrightci et muMvint_Xdmu
DEFINITIONSoit a une mesure positive et mu une mesure

bornée

On dit mu est absolument continue par

rapport à N notation mulllambda si

E tg NleftEright0 muleftEright0
On dit que mu est concentrée sur S si

Ls muleftErightmuleftEcapSright
On dit µ et mu2 sont étrangèresentre elles

notation
mu
bot

µ si elles sont concentrées sur

2 ensembles disjoints



Exemple Un point est de mesure de Lebesgue nulle

dxfrac1deltan

Soit finL fda ll de

Pour toute mesure bernée mullleftmuright
car leftmuleftErightrightleqleftmurightleftEright par

définition.THEOREME
Lebesgue Radon Nikodym

soit mu une mesure bornée sur une partie
X localement compacte de mathbbRN et lambda une mesure

positive a finie

Il existe une unique décomposition

mumuamus
où mualllambda et mu1frac1lambda
Ce sont les parties absolument continuer

et singulières de mu 1 par rapport à la mesure

de base N ce sera le plus souvent che

existsfinL1leftXNright ty mualeftErightint_Eflambda
On dit que f est la dérivée de

Radon Nikodym notation ffracdmuadlambda



DECOMPOSITION DE RADON NIKODYM DES MESURES SUR

IRsuitfinBVleftleft01rightright et varphiinCleftleft07rightright
Les sommes de Riemann Stielges

sum_i1Nvarphilefttirightleftflefttirightfleftti1rightright
convergent vers une limite notée int_left07rightvarphidfetonai

leftint_left0Trightvarphidfrightleqmax_left0TrightleftvarphilefttrightrightmaxleftfleftTrightright
Cela montre que If définit une mesure sur left0Tright
Comme

int_leftv7rightvarphidfint_0Tvarphilefttrightflefttrightdt
cela montre dff est la dérivée distribution def
les factions BV de leftVTrightrightarrowmathbbR ont toutes une dérivée

forallvarphileftbeginmatrix1Cendmatrixleft0Trightright

distribution qui est une mesure

j a un atome en tinleft0Tright est à dire flefthhrightneq0
si et seulement si flefttrightneqflefttright et on a i

fleftlefttrightrightflefttrightflefttright



Par Lebesgue Radon Nikodym

foverlinefdtmus
On montre qu'une fonction croissante respectivement à

variation bornée est dérivable preque partout et

overlinef coïncide avec la dérivée presque partout de int

mus la somme dénombrable des mesures de Pirae

aux sauts de f

On aurait pu espérer que µs se réduise à cette

somme dénombrable Malheureusement il peut y avoir

autre chose en plus la partie Cantor à cause

du fait qu'il existe des ensembles Lebesgue négligeables

qui m sont pas

dénombrables.Exemple
L'escalier de Cantor

flefttright
1

varepsilon

Cette suite de factions continues croissantes



converge uniformément vers une faction continue

croissante qui est de BV

La dérivée presque partout est identiquement nulle

etond i

1fleft1rightfleft0rightneqint_01overlineflefttrightdt0
La dérivée distribution de f est une mesure

singulière concentrée sur un ensemble de mesure

nulle sans atome car f est

continuel.l'ensemble
triadique de Cantor

il est de mesure nulle et son image pa j est left01right

On a donc en général

foverlinefdtsum_i1inftyleftfleftsirightfleftpirightrightfxi partie Cantor

DEFINITION

On dit que f est absolument continue si

forallvarepsilon0existsy0 telle que pour toute suite finie

leftanbnright d'intervalles d'intérieurs disjoints

sum_ngeqvleftbnanrightyRightarrowsum_n3vleftfleftburightdeltaleftanrightrightvarepsilon

Si f est à valeur dans IR ou dans un

espace de Hilbert c'est équivalent à dire
























