
Introduction
généraleCe

cours concerne les approches mathématiques des

équations de l'élasto plasticité parfaite quasi statiques

en déformations

infinitésimales.En
étudiant l'existence et la régularité des solutions

ces approches visent à identifier la structure

mathématique sous jacente qui en retour renseigne
sur la

phénoménologie.Ce
genre d'analyse cherche à identifier les équations

d'un phénomène physique les plus idéalisées possibles

de sorte que leur analyse va pouvoir révéler

une phénoménologie que l'on va retrouver de

façon plus ou moins émoussées dans tout
modèle plus ou moins enrichi de ce phénomène

physique.Une

phénoménologie spectaculaire associée à la plasticité

est celle des bandes de cisaillement qui sont des

localisations de la déformation au voisinage de

surfaces en 3D ou de ligne en 2D



Cette phénoménologie était connue de manière informelle

dans la communauté mécanique par des exemples

de solutions explicites qui les faisaient apparaitre
ainsi que dans des observations de solutions

numériques.L'analyse

mathématique a permis l'obtention de

formulation cohérente des équations permettent de

les prendre en compte ainsi que l'explication
de leur
origine.Cette

analyse est le fait de presque plus de personnes

issues de la communauté mécanique que de la

communauté mathématique
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Quasi static Evolution problems for linearly
Elastic Perfectly Plastic Materials
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en jeu

Analyse fonctionnelle

Methode directe du calcul des variations

Théorie géométrique de la mesure

Analyse

connexe.Cestechniques peuvent être appliquées à d'autres problèmes

d'évolution quasi statiques sans échelles de temps internes

et font apparaitre une zoologie de phénoménogée

Plasticité

Rupture fragile
Contact avec frottement sec



Endommagent brutal optimisationde forme
Transitions de phases solide solide

martensite austénital alliage à mémoire de

forme.Onva se focaliser sur les discontinuités

On verra que les solutions en déplacement de

la plasticité parfaite ont en général des sauts

spontanés en espaces discontinuité tangentielles

du déplacement à travers des surfaces alors

que toutes les données sont très régulières
pas de sauts spontanés en espaces pour le

champ de contraintes
Pas de sauts spontanés en temps pour la
plasticité alors que c'est la situation générique
en

rupture.Le
frottement est intermédiaire entre plasticité et rupture

au sens où il se comporte comme la plasticité pour
les petits coefficients de frottement et comme la

rupture pour les grands coefficients de frottement au



sens où les solutions peuvent avoir des sauts

spontanés en temps inévitables

Sauts spontanés en temps des solutions quasi statiques
dit transition vers l'excitation spontanée de vibrations

dynamique L'analyse mathématique a permis la

formulation du problème compatible avec des sauts

en temps la construction d'exemples montrent qu'ils
pouvaient être inévitables au sens où pas de

solution continue en temps et surtout identification
de la condition optimale où se produit la
transition entre les régimes

Cette condition quantitative n'avait jamais été

identifiée dans la communauté mécanique u qui
montre que l'analyse mathématique ne sert pas

seulement

à expliquer rigoureusement des résultats obtenus

informellement par la communauté mécanique

Ici la condition quantitative où se produit l'apparition

spontanée de sauts en temps dans les solutions

quasi statiques est le dimensionnement par rapport au

crissement de freins



Approches variationnelles en élasticité linéarisée

R ensemble ouvert de mathbbRN dont la
régularité est à préciser
or son bord
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Il faut se restreindre à des champs de déplacement

u pour lesquels l'énergie est définie Cherchons la

classe la plus générale de champ de déplacement pour

lesquelles Ep est définie

L2leftOmegarightleftuOmegarightarrowmathbbRint_Omegau2leftnrightdxinftyright
mesurables.Espace

vectoriel normé dont la norme est induite par le

produit scalaire
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H1leftOmegarightuinL2leftOmegarightexistsv1v2ldotsvNforallvarphiinC2inftyleftOmegaright

int_Omegaufracpartialvarphipartialxiint_Omegavivarphi
On dit que vi est la dérivée partielle au sens des

distributions de u et on note vifracpartialupartialxi

HleftOmegarightleftuinL2leftOmegarightforalliinleft12ldotsNrightfracpartialupartialxiinL2leftOmegarightright
Espace vectoriel normé dont la norme est induite

parleproduit scalaire
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Régularité de R R borné
Lipschityien.Nombre

fini de carte où

après rotation je peux voir

la restriction de D à

cettecartecomme l'ensemble des points sous le graphe
d'une fonction à valeurs réelles

Lipschitzienne.TracesC
R dense dans H

CA0leftuinH1OmegamathbbRNright u1nv0
overlineleftucinftyleftOmegamathbbRNrightrightuMV0

adhérence pour la
topologie forte H

Inégalité de Form Si Omega est Lipschityien et HHN1leftGammaVright0
il existe C0C0inmathbbR tels que
foralluinCA0

C0uN2leqint_OmegavarepsilonlefturightLambdavarepsilonlefturightleqC0lefturightH2
trivialitéInégalitéde Karn
difficile1

FdinL2leftOmegamathbbRNrightTdL2leftGamma7mathbbRNright
Régularité des données
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Clairement

the CA dE h O u minimise E

Réciproque Soit u un minimiseur de E et he CA

La fonction
j ê Ê Ê utah

est convexe dérivable de dérivée j o dE h

et minimale en 0 Donc de h O

Donc

dtf osssumhimieurdt

sidEI.io alors JGECA.fiulA E1hl ff h fTd.h7 18
Donc en particulier mes he C 18

div DE ml Fd O au sens des distribution

Mais lol est la seule manière de donner un sens à

la condition de Nemann sur pour un seulement H

Rappelons que Etui L'Irt et n'a pas de trace

sur OR

stricte convexité
au plus 1 minimiseur









Méthode directe du Calcul des

VariationsInf
EPIN inmathbbRcupleftinftyright

VfSATerminologie
et
notation.Tout

uinSAtq

EplefturightInf_vFSAEpleftvrightMim_vFSAEpleftvright
est appelé

minimiseur.Iln'en existe pas

toujours.ENExemples
Eleftxrightex

Eleftxrightx
x x

x c

Inf EIN 0

xIR
Inf EIN 0

xIR
Inf EIN infty

HERpas atteint.pas
atteint.Onverra que la plasticité parfaite fournit des exemples
de ces 3 situations



Pour s'en sortir un théorème de base

THEOREMEL'image d'un compact par une application

continue est un

compact.Une
application à valeurs réelles continue

sur un compact atteint son minimum

et son

maximum.COROLLAIRE
1Une

application à valeurs réelles semi

continue inférieurement sur un compact
a un

minimiseur.COROLLAIRE
2Cas

d'une faction de fmathbbRNrightarrowmathbbR
Dans mathbbRN les compacts sont les fermés bornés

Ils sont caractérisés par le fait que toute suite
y possède une sous suite convergente

La fonction f est semi continue inférieurement resp
continue si pour toute suite xn x on a i

g a leqliminf_nrightarrowinftyfleftxnright
resp fr lim_nrightarrowinftyfleftnnright



Soit une fonction fmathbbRrightarrowmathbbR s i i tendant vers α

à l'infini Soit x2IR leftinftyfndright est fermé son

image réciproque f1leftrightinfty fraiJ est fermé 1 f s.c.is
berné donc

compact.Comme
son image est compacte et en particulier bornée

beginmatrixIxinendmatrix
mf_mathbbR fin infty

Pour tout ninmathbbNexistsx1inmathbbR

gmnt inInff Inf ffrac1n 1

La suite An est u que l'on appelle une suite

minimisante Si n2 n'est pas minimiseur cette suite
minimisante est toute contenue à partir d'un rang
dans le compact f1leftleftinftyfleftH0rightrightright On peut en

extraire une sous suite xvarphileftnright convergeant vers

minf1leftleftinftyfn0rightright

fleftmrightleqliminf_nrightarrowinftyfleftxvarphinrightInf_xinmathbbRf
Linfinum est atteint c'est un minimum car il
existe un minimiseur



Dans les exemples 1 et 2 c'est la compacité

qui est en cause les suites minimisantes partent
à l'infini Dans l'exemple 3 c'est la

semi continuité inférieure qui est en cause

1 n'est pas réparable pas bornée inférieureret
2 peut l'être car on peut parfois récupérer la compacité

manquante en changeant la définition de leftxrightrightarrowinfty
C'est par exemple ce que fait la relaxation BV

3 est toujours réparable car le supremum de fonctions

1 c i est sic i On peut done changer la définition

de l'énergie est la remplaçant par le supremum
des minorante s c i c'est ce qu'on appelle la

relaxation s c

i.L'application
de la méthode directe à un problème

de mécanique consiste en 2 points
rechercher et obtenir de la compacité
rechercher et obtenir de la semi continuité

inférieure









Boule unité de E compacte pour la topologie faible
fermée

E et de dimension

finietopologies
forte et faible identiques

Si xnrightarrowxalurleftleftxnrightright bornée

et leftxrightleqliminf_mrightarrowinftyleftnmright
conséquence de
Banach Steinleurs
difficile

semi continuité inférieure faible de la

nonne.Plusgénéralement si 4 est convexe fortement sic

alors Psi est faiblement D c i

JErightarrowE injection canonique Si elle est surject

E s'identifie à Exx et on dit que E est réflexif
C'est le cas de tous les Hilbert



Boule unité fermée faiblement compacte
E

réflexif.En
particulier la boule unité fermée d'un

espace de Hilbert est toujours compacte pour
la topologie

faible.Ona

donc.THEOREMESoit
E Banach réflexif par exemple Hilbert

psiAsubsetErightarrowleftinftyinftyright converce propre
s ci coercive

lim_leftnrightrightarrowinftypsileftnrightinfty
Alors 4 a un minimiseur m

psileftmrightInf_x8psilefthright

PROUVE Soit x0 ty 4leftx0rightinfty
suit kpsi1leftleftinftypsileftx0rightrightright qui est

convexe fermé borné donc partie faiblement

fermée d'une partie faiblement compacte de

faiblement compacte



Conne 4 est faiblement sic i elle a un

un

minimiseur.COROLLAIRELes
2 problèmes de minimum de l'élasticité

linéarisée ont un minimiseur

unique.En

fait comme L2leftOmegaright et H1leftOmegaright sont séparables

J partie mesurable densel
overlineB est métrisable donc on

peut faire la mère démonstration que dans le cas mathbbRN

APPROXIMATION NUMERIQUE ETESTIMATIONAPPLICATION
1D'ERREUR

Ep H
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S sous espace affine de dimension finie de CA

uappargmin_vinSEpleftvright

argmin_vinSint_OmegavarepsilonleftuvrightLambdavarepsilonleftuvright
nonne équivalente
à la norme H

u Il est la projection frac1 de la solution exacte u

sur s

int_OmegavarepsilonleftuuapprightLambdavarepsilonleftuuappright2leftEpleftuapprightEplefturightright
car Epleftmurightfrac12int_Omegavarepsilonleftomegarightlambdavarepsilonleftmuright
mais Erho tu inconnue

forallhatsigmainSA EcleftoverrightarrowsigmarightgeqEcleftsigmarightEplefturight

int_OmegavarepsilonleftuuapprightAvarepsilonleftuuapprightleq2leftEpleftuapprightEclefthatsigmarightright
Convergence forte dans H1leftOmegaright des approximations éléments

finis vers solution exacte quand on raffine le maillage



APPLICATION 2 CONTACT EN ELASTICITÉ LINÉARISÉE

Pb de SIGNORINI
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APPLICATION 3Analyse asymptotique des problèmes

à petit paramètre

E.Homogénéisation
périodique.plaques

tiges3D
















